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Sharp estimates of product of inner radii for pairwise disjoint domains and open sets are
obtained. In particular, we solve an extremal problem in the case of arbitrary finite number of
rays containing arbitrary even number of free poles.
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В статье получены точные оценки произведений внутренних радиусов наборов попарно
непересекающихся областей и открытых множеств. В частности, решена экстремальная
задача в случае произвольного конечного количества лучей, на которых расположено
произвольное четное количество свободных полюсов.
Вступ. У данiй статтi розглядаються деякi екстремальнi задачi на класах областей, що
попарно не перетинаються. Початок розвитку цього роздiлу геометричної теорiї фун-
кцiй комплексної змiнної зазвичай пов’язують зi статтею 1934 р. М. А. Лаврентьєва [1].
У нiй обчислено максимум i визначено розмiщення екстремальних областей функцiона-
ла, що є добутком внутрiшнiх радiусiв двох однозв’язних областей вiдносно фiксованих
точок комплексної площини. Вiдзначимо, що цей результат знадобився йому для де-
якої аеродинамiчної задачi. В 1947 р. Г. М. Голузiн розв’язав подiбну задачу для трьох
фiксованих точок комплексної площини ([2]). Пiсля цього ця тематика почала бурхли-
во розвиватися. У цьому зв’язку можна пригадати роботи багатьох авторiв, зокрема
Ю. Є. Алєнiцина, М. А. Лєбедєва, Дж. Дженкiнса, П. М. Тамразова, П. П. Куфарева,
А. Е. Фалеса i багатох iнших. Також зазначимо, що у 1975 роцi Г. П. Бахтiна, вико-
ристовуючи одну iдею П. М. Тамразова, вперше розв’язала екстремальну задачу з так
званими вiльними полюсами, на одиничному колi. Це означає, що функцiонал зале-
жить не тiльки вiд областей, а й вiд розмiщення точок, вiдносно яких розглядається
внутрiшнiй радiус (див., напр., [3]).
Важливий крок у розвитку цiєї тематики зробив В. Н. Дубiнiн. У своїх роботах
вiн розробив новий метод дослiдження — метод кусково-подiляючого перетворення,
за допомогою якого вiн вперше розв’язав ряд екстремальних задач для довiльної, але
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фiксованої, кiлькостi многозв’язних областей, якi попарно не перетинаються (див., на-
приклад, [4–7]). У даний час подiбного роду екстремальнi задачi знайшли застосування
у дослiдженнях голоморфних динамiчних систем.
Появу нового методу дослiдження — методу керуючих функцiоналiв, пов’язують з
iменем О. К. Бахтiна. За допомогою цього методу вдалося розв’язати ряд екстремаль-
них задач вже не зв’язаних з колом, у яких точки вiльно “рухаються” по так званих
променевих системах точок (див., наприклад, [8–11]). Власне, це i є основним методом
дослiдження у данiй статтi. Метою нашої статтi є отримання точних оцiнок добуткiв
внутрiшнiх радiусiв наборiв попарно неперетинних областей та вiдкритих множин. Зо-
крема, у статтi розв’язано екстремальну задачу у випадку довiльної скiнченної кiлькостi
променiв, на яких розташована довiльна парна кiлькiсть вiльних полюсiв.
Основна частина. Нехай N, R — множини натуральних та дiйсних чисел вiдповiдно,
C — площина комплексних чисел, C = C ∪ {∞} — її одноточкова компактифiкацiя або
сфера Рiмана, R+ = (0,∞).
Для n,m ∈ N систему точок An,2m = {ak,p ∈ C : k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}}
назвемо (n, 2m)-променевою рiвнокутовою системою точок, якщо для всiх k ∈ {1,
. . . , n} виконуються спiввiдношення
0 < |ak,1| < . . . < |ak,2m| <∞, arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,2m = 2pi
n
(k − 1). (1)
Розглянемо систему областей (кутiв)
Pk =
{
w ∈ C : 2pi
n




, k ∈ {1, . . . , n}.





































), t ∈ R+.
Нехай {B0, Bk,p, B∞} — довiльний набiр попарно-неперетинних областей таких, що
ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k ∈ {1, . . . , 2n}, p ∈ {1, . . . , 2m}.
Через D, D ⊂ C позначимо довiльну вiдкриту множину, для якої w = a ∈ D,
а через D(a) зв’язну компоненту D, яка мiстить a. Для довiльної (n, 2m)-променевої
рiвнокутової системи точок An,2m = {ak,p ∈ C : k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}}, та
вiдкритої множини D, An,2m ⊂ D позначимо Dk (as,p) зв’язну компоненту множини
D (as,p) ∩ Pk, яка мiстить точку as,p, k ∈ {1, . . . , n}, s ∈ {k, k + 1}, p ∈ {1, . . . , 2m},
an+1,p := a1,p. Нехай Dk(0) (вiдповiдно Dk(∞)) позначає зв’язну компоненту множини
D(0) ∩ Pk (вiдповiдно D(∞) ∩ Pk), яка мiстить точку w = 0 (вiдповiдно w =∞).
Нехай An,2m — (n, 2m)-променева рiвнокутова система точок. Вважатимемо, що вiд-
крита множина D, {0,∞} ∪ An,2m ⊂ D, задовольняє умову ненакладання вiдносно си-
стеми точок An,2m, якщо виконується умова
[Dk(ak,s) ∩Dk(ak+1,p)] ∪ [Dk(0) ∩Dk(ak,p)] ∪ [Dk(0) ∩Dk(∞)]∪
∪ [Dk(∞) ∩Dk(ak,p)] ∪ [Dk(∞) ∩Dk(ak+1,p)] ∪ [Dk(0) ∩Dk(ak+1,p)] = ∅, (2)
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k ∈ {1, . . . , n}, p, s ∈ {1, . . . , 2m} для всiх кутiв P k.
Позначимо через r(B; a) внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B
(див. [4–6, 8, 12]).
Предметом дослiдження у данiй статтi є наступнi задачi.
Задача 1. Нехай n,m ∈ N, n ≥ 2, α, β ∈ R+. Вiдшукати максимум величини
r
n2α







rβ (D, ak,2p−1) · rα (D, ak,2p) ,
де An,2m — довiльна (n, 2m)-променева рiвнокутова система точок вигляду (1), а D —
вiдкрита множина, яка задовольняє умову ненакладання (2), 0,∞, ak,p ∈ D ⊂ C, та
визначити розташування екстремальної множини (k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}).
Задача 2. Нехай n,m ∈ N, n ≥ 2, α, β ∈ R+. Вiдшукати максимум величини
r
n2α







rβ (Bk,2p−1, ak,2p−1) · rα (Bk,2p, ak,2p) ,
де An,2m — довiльна (n, 2m)-променева рiвнокутова система точок вигляду (1), а
{B0, Bk,p, B∞} — довiльний набiр попарно-неперетинних областей, 0 ∈ B0,∞ ∈ B∞,
ak,p ∈ Bk,p ⊂ C (k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}), та визначити розташування екстре-
мальних областей.
Теорема 1. Нехай α, β ∈ R+, n,m ∈ N, n ≥ 2. Тодi, для довiльної (n, 2m)-променевої
рiвнокутової системи точок вигляду (1), та довiльного набору попарно-неперетинних
областей {B0, Bk,p, B∞}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}, 0 ∈ B0 ⊂ C,
∞ ∈ B∞ ⊂ C, виконується нерiвнiсть
r
n2α







rβ (Bk,2p−1, ak,2p−1) · rα (Bk,2p, ak,2p) ≤






























Знак рiвностi досягається, коли точки ak,p та областi B0, B∞, Bk,p, вiдповiдно, є полю-
сами та круговими областями квадратичного диференцiала




1− iw n2 )4m+2 + (1 + iw n2 )4m+2)− 2(β + α) (1 + wn)2m+1((
1− iw n2 )4m+2 − (1 + iw n2 )4m+2)2 dw2. (3)
Теорема 2. Нехай α, β ∈ R+, n,m ∈ N, n ≥ 2. Тодi, для довiльної (n, 2m)-променевої
рiвнокутової системи точок вигляду (1), та довiльної вiдкритої множини D, яка задо-
вольняє умову ненакладання (2), 0,∞, ak,p ∈ D ⊂ C (k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}),











rβ (D, ak,2p−1) · rα (D, ak,2p) ≤






























Знак рiвностi досягається, коли D = ∪k,pBk,p ∪ B0 ∪ B∞, де точки ak,p та областi
B0, B∞, Bk,p, вiдповiдно, є полюсами та круговими областями квадратичного диферен-
цiала (3).
Доведення теореми 1. Нехай функцiя zk(w) = (−1)kiw n2 для кожного k ∈ {1, . . . , n}






однолисто та конформно вiдображає область P k на одиничний круг U = {z : |z| ≤ 1}
(k ∈ {1, . . . , n}). Зрозумiло, що ζk (0) = 1, ζk (∞) = −1 (k ∈ {1, . . . , n}).
Позначимо ω(k)p+1 := ζk (ak,p), ω
(k−1)





−p+4m+3 (k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}).
Сiм’я функцiй {ζk(w)}nk=1, заданих рiвнiстю (4), є допустимою для кусково-подiля-
ючого перетворення ([4, 5, 8]) областей {Bk,p : k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}} вiдносно
системи кутiв {Pk}nk=1. Для довiльної множини ∆ ∈ C позначимо (∆)∗ := {w ∈ C :
1
w
∈ ∆}. Нехай Ω(k)p+1 є зв’язною компонентою множини ζk(Bk,p ∩ P k) ∪ (ζk(Bk,p ∩ P k))∗,
яка мiстить точку ω(k)p+1, а Ω
(k−1)
−p+4m+3 — зв’язною компонентою множини ζk−1(Bk,p∩P k−1)
∩(ζk−1(Bk,p ∩ P k−1))∗, яка мiстить точку ω(k−1)−p+4m+3 (k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}),








p+1 є результатом кусково-
подiляючого перетворення областi Bk,p вiдносно сiмей {Pk−1, Pk}, {ζk−1, ζk} у точцi ak,p
(k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}).
Через Ω(k)1 позначимо зв’язну компоненту множини ζk(B0 ∩ P k) ∪ (ζk(B0 ∩ P k))∗,
яка мiстить точку 1 (k ∈ {1, . . . , n}), а через Ω(k)2m+2 — зв’язну компоненту множини
ζk(B∞ ∩ P k) ∩ (ζk(B∞ ∩ P k))∗, яка мiстить точку −1, k ∈ {1, . . . , n}.
Сiм’я областей {Ω(k)1 }nk=1 є результатом кусково-подiляючого перетворення областi
B0 вiдносно сiмей {Pk}nk=1 i функцiй {ζk}nk=1 в точцi w = 0, а сiм’я областей {Ω(k)2m+2}nk=1
є результатом кусково-подiляючого перетворення областi B∞ вiдносно сiмей {Pk}nk=1 i
функцiй {ζk}nk=1 в точцi w =∞. Зрозумiло, що Ω(s)l є, взагалi кажучи, многозв’язними
областями, l ∈ {1, . . . , 4m+ 2}, s ∈ {1, . . . , n}.









· χ (|ak,p|n2 ) |ak,p|]−1 · |w − ak,p|, w → ak,p, w ∈ P k−1. (5)
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Коефiцiєнти кусково-подiляючого перетворення в точках w = 0 та w =∞ визначаються
асимптотичними рiвностями
|ζk(w)− 1| ∼ 2|w|n2 , w → 0, |ζk(w) + 1| ∼ 2|w|−n2 , w →∞, w ∈ P k (k ∈ {1, . . . , n}).
(6)
Застосовуючи теорему 1.9 ([5], див. також, [4, 6, 8]) та (5), отримуємо нерiвностi
r (Bk,p, ak,p) ≤ 2
n
· χ (|ak,p|n2 ) |ak,p|{r (Ω(k)p+1, ω(k)p+1) · r (Ω(k−1)−p+4m+3, ω(k−1)−p+4m+3)} 12 (7)
(k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}). Зi спiввiдношень (6), отримаємо такi спiввiдношення














1 := 1 (k ∈ {1, . . . , n}),














2m+2 := −1 (k ∈ {1, . . . , n}). (8)
Тодi, з (7) та (8), маємо
r
n2α







rβ (Bk,2p−1, ak,2p−1) · rα (Bk,2p, ak,2p) ≤




























































































































































З нерiвностi (9), враховуючи (10), отримаємо оцiнку
r
n2α







rβ (Bk,2p−1, ak,2p−1) · rα (Bk,2p, ak,2p) ≤
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rα (G2p−1, g2p−1) · rβ (G2p, g2p) , (12)







(β − α)ζ4m+2k − 2(β + α)ζ2m+1k + (β − α)(
ζ4m+2k − 1
)2 · dζ2k , k ∈ {1, . . . , n}. (13)
Використовуючи нерiвнiсть (12), з нерiвностi (11) маємо
r
n2α





















Враховуючи нерiвнiсть (14), а також теорему 4.1.2 [8], пiсля потрiбної замiни змiнної у
квадратичному диференцiалi (13) отримаємо твердження теореми.
Доведення теореми 2. Вiдзначимо спочатку, що з умови ненакладання випливає, що
capC\D > 0 та множина D має узагальнену функцiю Грiна
gD(z, a) =

gD(a)(z, a), z ∈ D(a),
0, z ∈ C\D(a),
lim
ζ→z
gD(a)(ζ, a), ζ ∈ D(a), z ∈ ∂D(a),
де gD(a)(z, a) — функцiя Грiна областi D(a) вiдносно точки a ∈ D(a).
Надалi будемо використовувати методи праць [6–8]. Розглянемо множини E0 = C\D;
U t = {w ∈ C : |w| ≤ t}, ∆t = {w ∈ C : |w| ≥ 1t}, E(ak,p, t) = {w ∈ C : |w − ak,p| ≤ t},
k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}, n ≥ 2, n,m ∈ N, t ∈ R+. Для достатньо малих значень












Ємнiстю конденсатора C (t,D,An,2m) називається величина (див. [5])







де нижня грань береться по всiх дiйсних неперервних лiпшицевих в C функцiях G =


























Величина, обернена до ємностi конденсатора C, називається модулем цього конден-
сатора |C| = [capC]−1. З теореми 1 ([6]) маємо
|C (t,D,An,2m) | = 1
2pi
· 4
n (α + β) (n+ 4m)
· log 1
t
+M(D,An,2m) + o(1), t→ 0, (15)






n2 · (α + β)2 (n+ 4m)2 ·
[αn2
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Використовуватимемо також функцiю, визначену формулою (4), та позначення ω(s)l
(s ∈ {0, . . . , n}, l ∈ {1, . . . , 4m + 2}), an+1,p, ζ0, ∆, (∆)∗, введенi нами у доведеннi теоре-
ми 1. Нехай Ω(k)p+1 позначає зв’язну компоненту множини ζk(D ∩ P k) ∩ (ζk(D ∩ P k))∗,
яка мiстить точку ω(k)p+1, а через Ω
(k−1)
−p+4m+3 позначимо зв’язну компоненту множини
ζk−1
(
D ∩ P k−1
) ∩ (ζk−1 (D ∩ P k−1))∗, яка мiстить точку ω(k−1)−p+4m+3 (k ∈ {1, . . . , n}, p ∈
{1, . . . , 2m}), P 0 := P n, Ω(0)−p+4m+3 := Ω(n)−p+4m+3. Пара областей Ω(k−1)−p+4m+3 та Ω(k)p+1 є
результатом кусково подiляючого перетворення вiдкритої множини D вiдносно сiмей
{Pk−1, Pk}, {ζk−1, ζk} в точцi ak,p (k ∈ {1, . . . , n}, p ∈ {1, . . . , 2m}). Через Ω(k)1 позначимо
зв’язну компоненту множини ζk(D ∩ P k) ∩ (ζk(D ∩ P k))∗ (k ∈ {1, . . . , n}), яка мiстить
точку 1, а через Ω(k)2m+2 — зв’язну компоненту множини ζk(D ∩ P k) ∩ (ζk(D ∩ P k))∗
(k ∈ {1, . . . , n}), яка мiстить точку −1. Сiм’я областей {Ω(k)1 }nk=1 є результатом кусково-
подiляючого перетворення вiдкритої множини D вiдносно сiмей {Pk}nk=1 та функцiй
{ζk}nk=1 в точцi w = 0, а сiм’я областей {Ω(k)2m+2}nk=1 є результатом кусково-подiляючого
перетворення вiдкритої множини D вiдносно сiмей {Pk}nk=1 та функцiй {ζk}nk=1 в точцi
w = ∞. Зрозумiло, що Ω(s)l (l ∈ {1, . . . , 4m + 2}, s ∈ {1, . . . , n}), взагалi кажучи, є
багатозв’язними областями.











E(k)s = ζk(Es ∩ P k) ∩ [ζk(Es ∩ P k)]∗, U (k)t = zk(U t ∩ P k) ∩ {zk(U t ∩ P k)}∗,
∆
(k)
t = zk(∆t ∩ Pk) ∩ {zk(∆t ∩ P k)}∗, (k ∈ {1, . . . , n}, s ∈ {0, 1, 2}),
а {Pk}nk=1 — система кутiв, яка вiдповiдає системi точок An,2m. Операцiя [A]∗ ставить
у вiдповiднiсть будь-якiй множинi A ⊂ C множину, симетричну до множини A вiдно-
сно кола {w : |w| = 1}. Звiдси випливає, що конденсатору C (t,D,An,2m), при кусково-
подiляючому перетвореннi вiдносно {Pk}nk=1 та {ζk}nk=1, вiдповiдає набiр симетричних















Формула (15) дає асимптотику |C(t,D,An,2m)| при t → 0, а величина M (D,An,2m) є
зведеним модулем множини D вiдносно An,2m. Скориставшись асимптотичними спiв-
вiдношеннями (5), (6) та тим, що D задовольняє умову ненакладання вiдносно системи
An,2m, отримаємо такi асимптотичнi спiввiдношення для конденсаторiв Ck (t,D,An,2m)
(k ∈ {1, . . . , n})
|Ck (t,D,An,2m) | = 2








































































· χ (|ak+1,2p|n2 ) |ak+1,2p|]−1
]
(k ∈ {1, . . . , n}).
Асимптотичну рiвнiсть (19) можна переписати у виглядi







pi (α + β) (n+ 4m)
log 1
t















































У свою чергу, остання асимптотична рiвнiсть дає можливiсть отримати таке асимп-




































Mk (D,An,2m) + o(1), t→ 0. (20)




n (α + β) (n+ 4m)
· log 1
t











Mk (D,An,2m) + o(1), t→ 0.






Mk (D,An,2m) . (21)

















































































































































· χ (|ak+1,2p|n2 ) |ak+1,2p|]−1
]
.
60 А. Л. ТАРГОНСЬКИЙ
З останнього, отримуємо спiввiдношення (9). Доведення теореми завершується подiбно,
як i доведення теореми 1.
Подяка. Маю велику приємнiсть висловити щиру вдячнiсть проф. О. К. Бахтiну за
постановку задачi та ряд цiнних вказiвок пiд час її розв’язання.
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